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Résumé

Les opérateurs d'intégration et de dérivation fractionnaires sont utilisés pour la représentation du processus de diffusion de la chaleur dan:
les milieux homogénes. Cette représentation est continue vis-a-vis de la variable temporelle et exacte en regard de la fonction de transfer
de référence exprimée dans le domaine transformé de la variable de Laplace. Le modéle non entier correspondant a chaque configuratio
traitée peut étre significativement réduit et permet de retrouver, quelque soit I'ordre de réduction, les comportements asymptotiques. Cette
représentation est utilisée en tant que systeme identifié dans le cadre d'expériences de caractérisation thermique de type face avant. C
expériences sont ici basées sur la mesure d’'une réponse thermique a une évolution aléatoire du flux de chaleur. On montre notammer
I'intérét de la méthode pour reconstruire la réponse impulsionnelle du systeme étudié a partir d'un modele comportement peu de parametres
Le domaine de confiance de cette réponse reste grand sur tout le domaine temporel exploré.

0 2003 Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

The non integer differentiation operator is used in order to express the model of heat diffusion in homogeneous materials. This continuous
representation, according to the time variable, is exact with respect to the transfer function expressed in the Laplace variable domain.
A significant reduction can be performed on the non integer model and the asymptotic behaviours of the system are exactly described whateve
the reduction order. This reduced noninteger model is used as an identified system in the framework of front face thermal characterization
experiments. These experiments consist in measuring the temperature at the surface of the material where a random heat flux is appliec
This approach leads to rebuild the impulse response of the concerned system from a weak number of parameters. On the other hand, th
confidence domain of the impulse response remains good on the entire time domain concerned by the experiment.
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1. Introduction la mesure de température en un ou plusieurs points de la
surface sur laquelle est appliquée une sollicitation en flux.
Dans ce papier nous donnons une représentation conti-On parle dans ce cas de mesure «face avant» dont de nom-
nue du modele de diffusion unidirectionnel de la chaleur, breuses applications sont présentées dans la littérature, voir
dans les matériaux homogenes, basée sur I'opérateur de désar exemple [1-8]. Elle constitue la configuration de réfé-
rivation d’ordre fractionnaire multiple d%. Nous qualifions  rence pour I'exposé de notre méthode. Ainsi, la fonction de
cette représentation aeodele non entier transfert caractérisant le processus de diffusion dans le maté-
Nous montrons l'intérét de cette représentation vis-a-Vvis riau, liera donc la transformée de Laplace de la température
de la caractérisation thermique non destructive des maté-syr |a face avant a celle du flux. Cette fonction est connue
riaux sur des échelles de temps trés variables. Les expéye facon analytique exacte dans de nombreuses configura-
riences de caractérisation thermique sont souvent basées syjong 1D, le lecteur pourra notamment consulter I'ouvrage
de Malillet et al. [9] a ce sujet.
~* Corresponding author. La méthode que nous développons repose sur I'utilisa-
Adresse e-mailjlb@lept-ensam.u-bordeaux.fr (J.-L. Battaglia). tion de I'opérateur de dérivation non entiére. J. Fourier, dans
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Nomenclature

a rayonducylindre............ ...l m (1) résidu & l'instant
b rayondelasphére........................ m ¢(t) fluxdechaleur........................... W
Cp chaleur spécifique ............... kg 1K1 A conductivité thermique .. ........ wi—l.k-1
e épaisseurdumur........ovvieeeiiiie.n m o fréquence du signal d’excitation........... Hg
e(t) erreur de mesure alinstant............. K wq fréquence caractéristique du systéme étudié Hz
Eg vecteur des résidus wy fréquencede Nyquist .................... He
J critére quadratique (1) densité de flux de chaleur ............ W2
Ho(s) fonction de transfert de référence 0 masse volumique.................... N OR
Hyg  matrice de régression o? écart type sur la grande@ar
K nombre de mesuresl 0 vecteur des paramétres du modéle non
Lo, L, Mg, M bornes de sommation des séries du entier

modele non entier ] vecteur estimé des paramétres du modéle non
N ordre de réduction du modéle non entier entier
R rayon du cylindre et de la sphére semi infinis m . . .
R, résistance thermique .............. “Wm-K Fonctions et operateurs speciaux
s variable de Laplace D" f(¢r) dérivée fractionnaire d’ordrede f (1)
S(w;, t) fonction de sensibilité vis-a-vis du paramétge E[x] valeur moyenne de
t emMpPS . s T fonction Gamma
To(r) température en face avant au temps. . ... K K. (z) fonction de Bessel modifiée de premiére espece
Y () mesure de température en face avant a l'instant d’ordren

L e K I,(z) fonctionde Bessel modifiée de seconde espege
Y vecteur des mesures de température d’ordren
Symboles grecs IV (1) i_ntégrale fra(ftionnaire d’ordrede f ()

L[ f1=f transformée de Laplace g&r)

o diffusivité thermique................. st FIf ()] transformée de Fourier dé(r)
ay, B, parameétres du modéle non entier Indices et exposants
aYs accroissement non entier d’ordre P
At pas d’échantillonnage...................... s v ordre d'intégration reel

son traité sur la «théorie analytique de la chaleur» de 1822[22], cet opérateur joue un role fondamental dans la modé-
[10], est un des premiers & montrer que la transformée inté-lisation du processus de diffusion dans les milieux & struc-
grale «cosinus » de la dérivée d'une fonction garde un sensture fractale. Cette liste de travaux, non exhaustive, permet
si I'ordre de dérivation est réel, voir plus généralement com- de rendre compte du champ d’applications concernées par
plexe. L'existence mathématique de la dérivée d'ordre frac- I'opérateur de dérivation non entier. Le lecteur pourra aussi
tionnaire, sera ensuite clairement établie au début €19  se référer & I'ouvrage de synthése de Hilfer [23] présentant
siecle par Liouville [11] puis Reimann [12], et a fait 'ob-  différentes applications du calcul fractionnaire en Physique.
jet d'une abondante littérature mathématique depuis. Le lec-On trouve peu d’applications du calcul fractionnaire dans le
teur trouvera dans les ouvrages de références de Miller etdomaine des transferts thermiques. Citons toutefois les tra-
Ross [13], Oldham et Spanier [14] et Samko et al. [15] les vaux de Kulish et al. [24] qui utilisent la représentation de
définitions et démonstrations essentielles liées a cet opérat'équation de transfert sous sa forme semi différentielle pour
teur. A partir des années 1970, correspondant & I'apparitionestimer les propriétés d’un film fin & partir d’'une expérience
des premiers outils informatiques, quelques applications dede photoréflectométrie.

la dérivée d'ordre fractionnaire a différents domaines de la  Dans nos précédents travaux [25,26], nous avons montré
physique sont développées. Oldham et Spanier [16—18] don{'intérét de la représentation non entiére, au sens de l'iden-
nent une représentation non entiére de la loi de diffusion detification de systemes telle que présentée par Ljung [27]
Fick pour le transfert de masse dans des solutions électro-ou Soderstrém et Stoica [28], pour la résolution de pro-
lytiques assimilées a des milieux semi infinis pour la durée bléemes thermiques inverses. Une application de cette dé-
du transfert. Plus récemment, Engheta [19] propose une re-marche pour I'estimation en temps réel des conditions ther-
présentation de la théorie de I'électromagnétisme a partir demiques en pointe d’outil lors d’'un procédé d’usinage par
la représentation non entiere. Eldred et al. [20] associent latournage a été présentée dans [29,30]. Dans [31] nous avons
dérivée non entiére a la modélisation du comportement vis- aussi montré ['utilité de cette représentation pour I'estima-
coélastique des structures. Enfin, comme cela a été clairetion des propriétés thermophysiques de matériaux se com-
ment décrit par Le Metzler et Klafter [21] et Yanovsky et al. portant comme des milieux semi infinis pendant la durée de
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I'expérience de caractérisation. Une application a I'estima-

tion de I'effusivité d’'un matériau et a la résistance thermique

71

correspondant & l'instant initial de I'expérience. Ceci qui
conduit a la définition de l'intégrale non entiére d'ordre

de contact entre le matériau et la sonde dans une expériencau sens de Reimann-Liouville et nous noterdhg () =
de caractérisation de type plan chaud est présentée dans [32}1,” f (r). La propriété d'additivité sur I'ordre d’intégration
Nous proposons ici de généraliser cette approche a la caracse traduit par :

térisation thermique de milieux homogenes dont la dimen-

sion finie modifie le comportement asymptotique de la fonc-
tion de transfert aux temps longs.
La plan de l'article est comme suit. Dans un premier

I"I*f()=1"""f(t), VYRe(w,p) >0 (4)

Ceci conduit a la définition de la dérivée non entiére d’ordre
v sous la forme :

temps, nous rappelons les notions mathématiques essen-

tielles concernant I'opérateur de dérivation d’ordre fraction-

naire. Nous mettons ensuite en évidence l'intérét de cetopé- e N, Re(v) >0, n — 1< Re(v) <n

D" f(t)=D"1""" f(1)
(5)

rateur dans la représentation de modeéles de diffusion dans

des géométries de dimensions semi infinies 1D. Nous effec-

D’aprés ces définitions, on constate donc que la dérivée

tuons cette représentation dans le cas du transfert 1D dans [e800 entiere de la fonctiorf () a Finstants s'exprime a

milieux de dimension finie. Dans un deuxiéme temps nous
montrons I'intérét de la représentation non entiére pour la ca-
ractérisation thermique de matériaux en l'illustrant sur deux
configurations : I'estimation des propriétés thermophysiques

d’une plaque plane homogeéne et l'identification d’'un défaut
résistif dans une plaque.

2. Notions mathématiques concernant I'opérateur de
dérivation d’'ordre fractionnaire

Soit f(¢) une fonction intégrable, c’'est a dire définie et
bornée, sur l'intervalléa, oo) sur laquelle nous effectuons
n intégrations successives. On obtient :

Up—1

t uq
al;lfa):/dul/duz... / F ) dity
t

a

1

(n—21)! @

/ (t — )" f (u) du
a

Comme(n — 1)! =T'(n), il est alors aisé de généraliser I'ex-
pression ci-dessus a tout nombreéel, et plus générale-
ment complexe, et donc de définir I'intégrale d’ordre frac-
tionnairev (Rev > 0), ou plus simplement l'intégrale non
entiére, par :

t
1
d ) = m / (t— u)”_lf(u) du, Rev>0 (2)

Avec I'(v) la fonction Eulérienne de deuxiéme espece
définie par :

o
r@):/u”*lexp(—u)du

0

3)

L'intégrale non entiere s’apparente donc a un produit de

convolution entre la fonctiom’~! et la fonction £ (r). En

regard de notre domaine d’applications, nous restreindrons = s"L[ ()],

la valeur de la borne d'intégration inférieure aa= 0,

partir de toutes les valeurs de la fonction depuis l'instant
initial jusqu’a l'instants. Cet opérateur posséde donc un
effetmémoire infinqui le distingue fondamentalementde la
dérivée classique d’ordre entier. Néanmoins, les valeurs de
la fonction aux instants précédents I'instasbnt pondérées
par un facteur d’oubli qui est d’autant plus grand que I'on se
rapproche de l'instant initial.

La représentation discréte de l'intégrale et de la dérivée
non entiere par Griinwald [13, p. 38] s’exprime comme :

v o A @)
D f(1) _;llano W >0 (6)
Aj représente I'accroissement non entier définit par :
al i V
Apf =) (=1 ( .>f(t—jh), t=Nh )
=0 /
Avec:
vv=21---(v—j+1
(".) - i ®)
J J!

Notons que la période d’échantillonnagedoit étre né-
cessairement constante dans cette définition. L'erreur d’ap-
proximation de la dérivée commise a partir de la relation de
Griinwald est inversement proportionnelle & la valeuk de
Sur la Fig. 1 nous avons tracé les dérivées et les intégrales
d'ordres 0,5 et 1,5 de la fonction d’'Heavisid&(r — 1) et
nous comparons la valeur exacte a l'ordre 0,5 avec le cal-
cul discret au travers de la relation de Grinwald (7), sachant
queD'H(t —1)=(t —1)""/T(1—v). L'écart entre la va-
leur exacte et I'approximation discréte est maximal a la dis-
continuité mais s'annule ensuite trés rapidement.

La transformée de Laplace de la dérivée non entiere
d’'une fonction garde le méme sens que lorsque I'ordre de
dérivation est entier, soit donc :

L[DY f(n)]

n—1
=s"L[f(1)] - Zs(”_k_l)DkI”_"f(t =0), v>0
k=0
v<O0

9)
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Fig. 1. Calcul de I1Y2H@t —1), 13%2H@t—1), DY2H(1—1) et
D1/2H(t —1)out =1etH(r) est la fonction d’'Heaviside. Comparaison
avec le calcul discret par la relation de Griinwald avee0,01.

Fig. 1. Computation of ¥2H (1 — ), I3/2H(t — t), DY2H(@ — 1) and
DY2H(t — r) wheret = 1 andH (1) is the Heaviside function. Compari-
son with the results from the relation of Griinwald.

L[] est la transformée de Laplace définie par :

LIfO]=f(s)= / fme " de (10)
0

3. Modélisation du transfert de chaleur par diffusion a
partir de I'opérateur de dérivation fractionnaire
d’ordre 1 /2. lllustration sur des configurations 1D

3.1. Cas des milieux semi infinis

Nous notonsHy(s) la fonction de transfert liant la
transformée de Laplace de la températiy€) a la surface
d’un milieu semi infini a la transformée du flyxz) imposé
sur cette méme surface telle que :

To(s) = Ho(s)¢(s) (11)

___________________________

o.
T
|

réponse impulsionnelle
-
o
T
1
|
|
|
|
|
|
1
)
|
|
|
|
i
i
i
|
H

—&~ Mur semi infini
—4— Sphere semi infinie

—— Cylindre semi infini (réponse exacte)
8 A

10° F--{ —£ Cylindre semi infini (modeéle non entier)
10 | i H
10 1 1 1
10" 10% 10" 10° 10°
temps (s)

Fig. 2. Réponses impulsionnelles pour les milieux semi infinis plan, cylin-
drique et sphérique calculées a partir des modéles non entiers correspon-
dants (voir Tableau 1). Les valeurs numériques sant:10 wm-1k-1
a=10°mls L, R=102m,/=1m,s=1n?,

Fig. 2. Impulse responses for the semi infinite mediums calculated from
the corresponding non-integer models (see Table 1). Numerical values are:
r=10Wm 1K1 ¢=105m?s 1, R=102m,i=1m,S=1n?.

n No

nl Z
+ (-1 5(5> kX:c:)(l//(k+1)+1//(n+k+1))
2k
xﬂ, —0 <7< (12)
k!(n+k)!
Avec :
n—1 2%k
_ (z/2)
S"_k;)k!r(n+k+1) (13)

n—1
vk)=—-y+ Zk_l, Y1) =—y =-0,5772157 (14)
k=1
De la méme facon, on remplace la fonction de Begsel)
dans la relation (12) par son développement en série :

(z/2*

—00 <7 <00 (15)

n N0
L'expression de cette fonction de transfert est connue de fa-I" (&)= (E) kl(n + k)t
con analytique exacte pour les trois systemes de coordon-_ . +=0 i ] )
nées : plan, cylindrique et sphérique représentés sur la Fig. 2Enfin nous introduisons dans la relation (12) le deéveloppe-
Ces expressions sont rappelées dans le Tableau 1 avec l¢§ent de la fonction logarithme définit par :
comportements asymptotiques associées. Pour les géomé- Moy 1\ 2+
tries plane et sphérique, le passage des fonctions de transfeti(z) = 22 . (Z ) , z>0
de référence, (75) et (77), aux modéles non entiers corres- i—0 2i+1
pondants, (78) et (81), est immediat par 'application de 1a o, ghoyi finalement a une expression non entiére équiva-
relation (9). Pour obtenir une expression fractionnaire de 1a \opte de |a fonction de transfert de référence sous la forme
fopction de transfert de référe.nce pour la géométrique cylin- 4. |5 relation (79) dans le Tableau 1. Les séries (15) et
drique, on remplace les fonct[ons de Beskelz) et ],<1_(Z) ... . (16) convergeant trés lentement il est nécessaire de consi-
de la relation (76) par leurs développements en série def'”'sdérerNo et N1 trés grands pour retrouver le comportement
par: asymptotique aux temps courts. Pour éviter cela, une solu-
- tion consiste a utiliser I'approximation asymptotique de la

1/z\" 1..(z
Kn(2) = 5(5) Su+ (=" '”(5)111 (@) fonction de BesseK,, (z) est définie par [33] :

(16)

z+1
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Tableau 1
Représentation non entiére des solutions analytiques du probléme de diffusion 1D dans les milieux semi infinis plan, cylindrique et sphérique
Table 1
Fractional representation of analytical solutions for 1D heat diffusion in semi infinite mediums
Géométrie Plane Cylindrique Sphérique
1 Ko(R/s/a 1
Ho(s) —— (75) of /o) (76) — (77
S\/ApCp+/s 2nAlR/s]/aK1(R/s/a) 47 AR(1+ R./s/a)
. 1 Ins 1
Comportement asymptotique— 0 —_— -
P ymptotig S\ /ApCp+/s A Al 47 AR
Comportement asymptotique—> ! ! ! ! !
00 - - - - - - - -
P ymprotd S/apCpy/s 27IR\/ApCp /s A7 R2, /pCp /5
n+1 n
Modeéle non entier équivalent To(t) = Bol Y29 (1) (78) > i D2To() = B D2H(1) (19)  eoTo(t) +e1 DY2To(r) = (1) (81)
i=0 i=0
1
= Modele temps courts =47 AR
Bo S /ioC, p ag =4
D2 To(t) + a1 DTo(1) 47)R?
o] =
=—1+poDY?$ (1) (80) NG
3l
op = Tﬁo
167 Al R?
a1 = Bo
BR
Bo= NG
—2 — — —
K, () ~ Jme (1+ p=l w-Dw-9 ) 3.2.1. Transfert de chaleur dans un mur
V2z 8z (82)22! D’aprés la relation (88) (Tableau 2), le comportement
1= dn? (17) asymptotique de la fonction de transfert aux temps courts

correspond a la fonction (75) (Tableau 1) du milieu semi in-

En remplagant cette approximation dans la fonction de fini de caractéristiques thermophysiques équivalentes. D'ap-
référence on obtient le modéle non entier, relation (80), res la relation (9), les modéles asymptotiques exprimés dans
équivalent a la fonction de référence aux temps courts. Il le domaine temporel sont :

est alors plus judicieux d'utiliser la relation (79) aux temps

. ) 1
longs, soit lorsque/s/a R < 1, et la relation (80) aux temps ~ To(r — 0) = —— 129 (1) (19)
. VAoCp
courts, soit lorsqug/s/a R > 1. p
Sur la Fig. 2 sont tracées sur une échelle logarithmique et :
les réponses impulsionnelles pour les trois configurations
semi infinies calculées a partir des modeles non entiersTp(t — 00) = &0 (20)

correspondants. Lalgorithme de Stehfest [35] est utilisé ptpe
pour calculer la transformee inverse de Laplace de lalLe modéle liant le flux a la température en= 0 est
fonction de transfert de référence pour le cylindre semi basé sur l'opérateur d'intégration fractionnaire d’orc%e
infini. D’autre part, la simulation des modéles non entiers est aux temps courts. Cet ordre devient entier et égal a 1 aux
réalisée a partir de I'approximation de la dérivee non entiére temps longs, ce qui revient a dire que le comportement non
par la relation de Griinwald (6) (voir Annexe B). entier disparait lorsque la fréquengelu signal d’excitation
devient inférieure a la fréquence caractéristiqug du
3.2. Milieux finis systéme étudié approximée par :
o

Nous étudions maintenant le transfert de chaleur 1D dans®? = 72
Ies_mili_eux homogenes ge,dimensionfinie plan,sphériqL,Je ®lou L désigne la distance entre les deux frontiéres du
cylindrigue. Comme précédemment, nous ne nous intéres-

' . : h systéme, égale adans le cas du mur, etest la diffusivité
sons gu’'a la fonction de transfert liant la température sur la du milieu. Notons que le comportement asymptotique aux
surface sollicitée au flux, soit :

temps longs sera égal & une constante si nous considérons
une condition d’échange avec le milieu ambiant sur la face
x = e au lieu d'une condition d’adiabaticité.

Les fonctions de transfert sont connues de fagon analytique |l reste donc a démontrer I'existence d’'taccordement
exacte (voir la référence [9]) et sont reportées dans le analytiqueentre les deux états asymptotiques. En d'autres
Tableau 2. termes peut on trouver une expression non entiére exacte

(21)

T(x =0,s) = To(s) = Ho(s)$(s) (18)
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Tableau 2

Représentation non entiére des solutions analytiques du problemes de diffusion 1D de la chaleur dans les milieux plan, cylindrique et sphézitgierde di
finie

Table 2

Fractional representation of analytical solutions for 1D heat diffusion in finite mediums

Géométrie Plane Cylindrique Sphérique
Ho®) coshike) &2 Vo 1 Ig(ka) @3 b2 sinh(kb) &4
0 Lk S sinh(ke) 2rad /s I1(ka) Arl(k coshkb) — sinh(kb))
(k=+/s/a)
Comportement asymptotique— 0 11 (85) 1 = (86) b2 (87)
Y pCpe s mallpCp s r1-1D)
1 1 1 ba 1
Comportement asymptotique— oo — (88 —— (89 —— (90
p ymptotig oGy = (88) T T)C,M/E( ) xﬁ( )
N+1 N
Modéle non entier équivalent > D"i2To(r) =Y g D"/ (1) (91)
i=0 i=0
ag=a1=0,a2 =w1dp Bo=0,p; = b2(2b)n
wg=a;=0 a3 = wado + wody 0= S P = T2y
g1 o4 = w3adg + w1dy
o =~ a5 = wadg + wody + wodo, . .. ag=0
=072y a1 =2,b(1—b)
g1 Po = voco. B1 = v1co g 2 (1-2)
bi= a2 O B2 = r2¢0 + voc1 Y-l
o v B3 =yaco+vic1 A2V pN+1 94
Ba=vaco+yac1+vocz2. ... (93 INHL= YDz OF
w; =o; ety; = f; de ()
0
du modéle de référence qui satisfasse les solutions asymp- '° E ! ! ! ! !
totiques ? 5 ; | 5 ;
Le lecteur vérifiera aisément que I'on ne retrouve pas L : ! i
le comport(_ement asymptothug aux temps .courts si I'on 10-1§ ,,,,,,,,, { e enfrannenesd =T T N
remplace directement les fonctions hyperboliques par leurs, ¢ ; —+ Fonction réduite N=1
développements en série entiére dans la relation (82). Ong | ; 2 Fondiion eiis e
. . z 2 F ' ] '
obtient en effet une fonction de transfert dont le numérateurz : : !
et le dénominateur sont tous deux des polynémesai@on gl A T T
de /s. Remarquons alors que : g E 5 ‘; ;
e (e®+1 _ e ek -1 L ;
oo EED o G &Y P A o]
2 2 E : !
En remplacant ces expressions dans la relation (82) on 1 ]  pente 0
trouve une nouvelle expression #g(s) de la forme : o ; '
10 1 A T
e2ke 4 1 3 10° 10° 10° 10° 10° 10° 10*
Ho(s) = ——=—>—— k=.— (23) temps (s)

Ak (€2ke — 1)’ o
. - - Fig. 3. Réponses impulsionnelles du mur plan d'épaisseur e calculées a
On remplace, dans la relation (23), a fonction exponentielle partir du modeéle de référence et des modéles non entiers réduits d'ordre

par son développement en série entiere, de rayon de CONVery — 1 et n = 2. Les valeurs numériques soné.:= 10 Wm—-K-1,

gence infini, défini par : 0=10"°"mls 1 e=10"2m.

© n Fig. 3. Impulse responses for the wall calculated from the reference model
e — X (24) and the reduced non-integer models ordee= 1 and N = 2. Numerical

: n! values arex =10 Wm 1K1, ¢ =105 m2.s71, e =102 m.

n=

On obtient alors :
Y 8,52 de la température et du flux sont multiples §eLorsque

Ho(s) = n=071" (25) N est infini, cette représentation non entiére est exacte en

Z;’lozlans(n‘f‘l)/z re . o Jp
gard du modele de référence (82). En tronquant les séries

D'apres la relation (9), le modele liant la température en & un ordreN > 1 quelconque, on obtient un modéle non

x = 0 au flux s’exprime dans le domaine temporel sous entierréduit Ce modéle permet de retrouver exactement les

la forme du modéle non entier (91) dont les parametres comportements asymptotiques décrits par les relations (19)

sont donnés par les relations (92). Les ordres de dérivationet (20) quelle que soit la valeur d€é. Sur la Fig. 3, sont
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—&- Fonction de référence
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'
'
'
T
'
'
d
'
'
'
'

f(x)

réponse impulsionnelle
=)
i S R

X temps (s)

Fig. 4. Approximation de la fonctionf(x) en fonction de l'ordre de

s Fig. 5. Réponses impulsionnelles du cylindre calculées a partir du modele
troncatureQ des séries.

de référence et du modéle non entier réduit d'orfire= 4. Les valeurs
Fig. 4. Approximation of functiory (x) considering two truncate orde(® numériques sonti =10 Wm 1K1 ¢ =105m2s 1 a=10"1m,
of the series. [=1m.

Fig. 5. Impulse responses for the cylinder calculated from the reference
tracées la réponse impulsionnelle exacte et celles calculéesodel and the reduced non-integer model= 4. Numerical values are:
pour N =1 et N = 2, sur une échelle logarithmique. *=10Wm K1 a=10°m?sta=10"tm/=1m.

L'algorithme de Stehfest a été utilisé pour calculer la

transformée inverse de Laplace de la fonction de transfertEn introduisantles développements en série des fonctions de
de référence (82) et on utilise la relation (6) de Grinwald Bessel, relation (15), et ceux des fonctions hyperboliques,
pour le calcul des dérivées dans le modéle non entier réduitrelation (22), on abouti a I'expression entiere de la fonction

d’ordre N (voir Annexe B). f(s) suivante :
1+cthk?+ -+ cpk? + - \/?
2.2. i (s) = , k=a,/- 29
3.2.2. Transfert dans un cylindre f T P d ko " (29)

Sionintroduit le développement en série des fonctions de
Bessell, (z), relation (15), dans la relation (83) on obtient Les coefficients des polynémes du numérateur et du déno-
un modele entier qui ne satisfait donc pas le comportementminateur sont :
asymptotique aux temps courts, soit la relation (89). Deux 5 11 1
approches peuvent étre envisagées. La premiére consiste & = { ' 12° 192 384" } t
utiliser le développement asymptotique de la fonction de
Bessell, (z) définit dans [33] par : d; = {} E i i } (30)
2°16° 196 384

¢ (1— p—t + (e 1)(5' 9 > lls satisfont aux conditions limites sur la fonction, a sa-
vanz 8z (82)°2! voir f(0) =2 et f(c0) = 1. Sur la Fig. 4, sont tracées les
m — 4?2 (26) fonctions £ (s), fs(s) et fis(s), ou fo(s) désigne la fonc-
tion construite avec les séries tronquées a I'or@reEn
introduisant la représentation fractionnaire (25) de la fonc-
etion de transferfy, ,(s) dans la relation (27), nous aboutis-
sons a une fonction de transfert fractionnaire exacte, lorsque
Q — oo, pour le cylindre telle que :

I,(2) ~

Ce développement n’est valable que paugrand et ne
permet donc pas de retrouver le comportement asymptotiqu
aux temps longs.

On remarque que la fonction de transfert pour le cylindre
s’exprime en fonction de celle du mur plan sous la forme :

N n/2 N+Q n/2
Ho,.(s) = Ho, p(s) f(s) (27) Hoo(s) = 2n=0Pn.ps Fnl(s) = Ln=o Prs
, Zrzlv:l an,ps(”“)/z Zrllv=+lQ 0ty s +D)/2

La fonction Ho ,(s) a été définie a la relation (82) et son
4 : L s : : (31)

développement fractionnaire a la relation (25). La fonction

f(s), représentée sur la Fig. 4, est bornée entre 2 et 1.|es coefficientsy, , etf, , sont donnés par la relation (92)

En comparant la relation (83) et la relation (27), on trouve et nous donnons I'expression des coefficiemtset g, a

aisement : la relation (93). Nous comparons sur la Fig. 5, la réponse
sinh(k) Io(k) S impulsionnelle calculée avec la fonction de référence (83)
fs)= S0t 1.6 k=a~ (28) (a partir de I'algorithme de Stefest) et celle calculée avec
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2
10 ! ! ; ! Tableau 3
; Valeurs des bornes des séries dans la relation (34) selon la géométrie étudiée
L prommmee e Dl Lk Table 3
' I Fonction de référence . Lo . . . . .
: : —&- Fonction réduite N=8 Series limits in relation (34) according to the geometrical configurations
20" pemmmmmasy e R " s mmmmm e SRRRRRELEIE Géométrie Mo M Lo L
£ pente -1/2 ; i | T
o ; ; ! ' Mur semi infini 1 1 0 0
‘é 10% L N L oo HES SR Cylindre semi infini 0 M — o 0 M+1- 00
e i ; - i Sphere semi infinie 0 1 0 0
£ . : : : ' Mur fini 2 M+1 0 M
@ 10 prommmmmees Frmansmemn D T WY Cylindre fini 2 M+1 0 M
; ! ! ! Spheére finie 1 M+1 1 M
£ AT Rt fomeemeooe- 4mmmmaneas o St
! ; ' pente-3iz— " . 1 i .
. | ; ; ; d’ordre multiple de; de la température en face avant a celle
= pp P " o per du flux sous la forme :
temps (s) M L
.pi/2 — . pil2 —
Fig. 6. Réponses impulsionnelles de la sphére calculées a partir du modélez o D" To(t) = Z BiD" (1), amy=1 (34)
de référence et du modeéle non entier réduit d’ortire= 8. Les valeurs i=Mo i=Lo
Ari L “1p—1  _10-5m2.c1  _ - A . .
numeriques sontx = 10 Wm™=K~%, & =10">m"s", b=0,5m. On montre, en utilisant les mémes techniques de décompo-

Fig. 6. Impulse responses for the sphere calculated from the reference modekijtion en série fractionnaire, gue cette structure reste exacte

and the reduced non-integer model ordér= 8. Numerical values are: ) : 4 )
A= 10 WmLK-1, o = 10-5 m2.sL, b — 0.5 m. Ior;que Ipbservanon de la température s’effectue dans le
milieu, soit donc :

M L
la fonction réduite (31) d’ordrév = 4 (voir Annexe B). X ni/2 Y mi/2 X
On vérifie que ce modele non entier permet de retrouver Z % DT (x,1) = Z B D), g = L
exactement les comportements asymptotiques et d'assuref 0 i=to
un raccordement satisfaisant en regard de la courbe de Vx>0 (35)
référence. Le Tableau 3 rappelle les valeurs des bornes de sommation,
Mo, Lo, M et L, pour les configurations géométriques étu-

3.2.3. Transfert dans une sphéere diées précédemment. La dérivée non entiére est un outil ma-

On vérifie rapidement que si I'on remplace les fonctions thématique propre a la modélisation du processus de diffu-
hyperboliques du modéle de référence (84) par leurs déve-sion dans les milieux semi infinis. En effet, aux temps longs,
loppements en série entiére, on obtient un modéle entier in-les relations (88), (89) et (90) pour les milieux de dimen-
compatible avec le comportement asymptotique au tempssion finie montrent que I'ordre d'intégration redevient en-
courts de la fonction de référence donnée par la relation (90).tier. Entre ces deux comportements asymptotiques, le mo-
Nous effectuons alors la démarche identique a celle du murdéle s’exprime comme une somme de dérivées successives
en exprimant les fonctions hyperboliques a partir de la fonc- d'ordre multiple de, chacune étant pondérées d'un co-

tion exponentielle. La relation (84) devient : efficient fonction des paramétres thermophysiques. Remar-
2 2kb guons, comme celg est dém.o_ntré en Anpgxe A, que le com-
Ho(s) = b*( -1 ’ _ \/E (32) portement non entier d’'un milieu semi infini peut étre repré-
Ab(k(€0 + 1) — (e — 1)) senté a partir d'un réseau analogiqéeursif tel que celui

En remplacant la fonction exponentielle par son développe-€Présente sur la Fig. 7. La récursivite est gener'alement as-
ment en séie entiére. on obtient sociée & un comportement non entier, mais elle n’est pas une

condition d’existence de ce comportement.
S0l Bus? Si on considére un nombre infini de termes dans les séries
1/2 N 2 N+1)/2 (33) du modéle (37), i.e. (M, L) — oo, alors ce modéle est
aLs / —|—Zn=2ans"/ +aN+lS( +1)/ » 1.E. =) » &
) ) ) ) ) exact en regard de la fonction de référence correspondante.
Nous représentons sur la Fig. 6 la réponse impulsionnellegn tronquant ces séries on obtient un modéle non entier
exacte (calculée a partir de I'algorithme de Stehfest) et celles gqyit qui permet de vérifier exactement les comportements

Ho(s) =

calculée a partir du modéle non entier réduit d'ortire= 8 asymptotiques et de raccorder au mieux ces solutions en

(voir Annexe B). fonction de l'ordre de troncature. Pour les milieux semi
infinis, le remplacement des fonctions exponentielles et

3.3. Analyse des résultats de Bessel par leurs développements en série entiére, de

rayon de convergence infini, conduit a la représentation non

Les solutions analytiques obtenues précédemment pourentiere équivalente. Dans le cas des milieux de dimension
les milieux semi infinis et finis peuvent étre représentées finie cela conduit dans tous les cas a un modele entier
sous la forme d’une relation liant les dérivées successivesqui ne satisfait donc pas le comportement asymptotique
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Fig. 7. Représentation analogique récursive du milieu semi infini. Quelque soit la val&usd& on trouve que le comportement de la fonction de transfert
du réseau estl (p) = /p.

Fig. 7. Recursive representation of a semi infinite media. Whatever the vakie-d, one find that the transfer function of the circuitigp) = ,/p.

aux temps courts. Il faut alors préalablement représenter laquelconque du flux en utilisant la représentation discréte des
fonction de référence sous la forme d’'une combinaison de dérivées au sens de Griinwald, relation (6). La fiabilité de
fonctions exponentielles dg’s qui permet d’aboutir a un  la solution n’est alors fonction que de la valeur du pas de

développement fractionnaid type : discrétisation temporellequi doit étre le plus petit possible.
_ Comme on le voit, il n’est pas nécessaire d’'idéaliser la forme
ng” ajs’/ . apysM/? du signal d’excitation et donc de se rapprocher au plus pres
FHs)= S0 ggif2’ avec limH (s)s—co = BrsL/2 des vraies conditions expérimentales.
i=to ™ Cette approche est donc particulierement bien adaptée
et limH(s) = I a la reconstruction de la réponse impulsionndlie) du
§) = (36) PR .

s—0 Brosto/? systeme étudié. Il suffit pour cela de remplagér) par la
fonction de Diracs(z), dont les dérivées non entiéres sont
connues analytiguement, dans la relation (34) et de résoudre

4. Intérét de la représentation non entiére pour la (voir Annexe B) :
caractérisation thermique —i/2-1

Z o D21 (1) = Z B (37)
L'hypothése généralement adoptée pour la réalisationi=mq —i/2)
d’'une expérience de caractérisation thermique est celle depn constate que I mcertltude sur la réponse impulsionnelle

linéarité. Or, lors Fi’un e;sai de caractérisation face avantest directement liée a celles sur les paramétres g; par :
par une méthode impulsionnelle par exemple, le respect de 21
—1

cette hypothése est mis a mal du fait de la volonté d’obtenlr Z ! Z Ay D21 (1)
un rapport signal sur bruit important qui nécessite souvent T2 r'(—i/2) %
d’'imposer une impulsion de flux de chaleur d’amplitude

élevée. La solution que nous préconisons consiste a générer M ANDI2A
une excitation de flux aléatoire de faible amplitude. En effet, N Z (@i + Ad;) 1(0)
i=Mop

la densité spectrale de puissance d'un telle excitation reste
élevée et constante sur tout le spectre si sa fonction d’'auto %0= 1 Au=0 (38)
corrélation s’apparente a une fonction de Dirac. Ceci est le La reconstruction de la réponse impulsionnelle par cette
cas des signaux gaussiens et binaires pseudo aléatoires panéthode est plus fiable, car moins sensible aux erreurs
exemple. La représentation non entiére étant continue vis-a-de mesure, que celle obtenue a partir de méthodes non
vis de la variable temporelle la température en face avant paramétriques telle que la méthode de corrélation (on pourra
peut donc étre calculée directement pour cette variationconsulter [27] pour un exposé de cette méthode).
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. L M
D’autre part, comme nous I'avons vu dans chaque confi- - i2 i2
guration étudiée précédemment, les parameétres du modéIeD Y()= Z PiD " e(t) — _ Z o DY (1)

non entier réduit s’expriment en fonction des paramétres i=Lo i=Mo+1

thermophysiques (voir Tableaux 1 et 2) sous la forme d'un +&(1) (45)

systéme d’équations non linéaires du type :

apo+1=gila, A,...)

ay =gM-Mo+1(, A, .. .)

ﬁLO = gM*M()z«I»Z(a, )L, .. ) (39)

BL = gM-Mop+L—Lo+2(0t, A, ..)

Mo/2
Comme nous le verrons sur les exemples d’applications 2 (1) = H(1)0 + (1)

Le résidus(r) s’exprime donc en fonction des dérivées non
entieres d’ordre commu% de I'erreur de mesure :

M
et)= Y aiD'?e(t) (46)
i=Mp
La relation (45) peut étre représentée sous la forme de la
régression linéaire suivante :

exposés au Chapitre 6, I'exactitude du modéle non entier pyec
dans sa description des comportements asymptotiques per-
met d'élaborer une stratégie d'identification des paramétresH (1) = [—-DMotD/2y (1) — ... — pM/2y 1)

thermophysiques ne nécessitant pas la résolution du systéeme

d’équations (39) dans son intégralité.

Signalons enfin que I'estimation des paramétres du mo-€t:

déle non entier (34) est linéaire au sens des moindres carré§ _

pour la minimisation de la variable scalaire :

J = | DMo/2y (1) — DMO/2To(1) |, (40)

(47)
x D2 (1) DH2p(1)] (48)
[OlM0+l oy Bry- ',BL]T (49)

Si on considér& + 1 mesures successives, le pas d’échan-
tilonnage entre chaque mesure étant constant et égal a

Dans cette relationy (1) représente la mesure de tempéra- la relation (47) devient:

ture correspondant & la valefig(r) du modele. En effet, la

relation (34) peut étre représentée sous la forme équivalente

suivante :
L M
DMO2To) = " piD"Pp(t) = ) «iD'Tor) (41)
i=Lg i=Mo+1

Les fonctions de sensibilité&«; , t) et S(B;, 1) de D™o/? x
To(¢) vis-a-vis des paramétres et 8; sont définies par :

dDMo/2y (¢ ,
Spmor2p (@i, 1) = 70() — —D'/zTo(t)
80[,'
Mo+1<i<M 42)
dDMo/2Ty (1) .
Spmoep (Bist) = —————— = Dl/zgo(t)
0Bi
Lo<i<L 43)

Ces fonctions sont bien indépendantes des paramgétiets

Bi-

5. Méthodologie d’estimation des paramétres du
modéle non entier

5.1. Description de I'algorithme

Soite(t) I'erreur de mesure a l'instamtdéfinie par :
Y(t) =To(t) +e(t) (44)

En remplacant la valeur d&(¢) donnée par la relation (44),
dans la relation (34) on trouve :

DMol2y v = Hg0 + Eg (50)
Avec :
H (1)
H(t + At)
H[( = . et
H(t + NAt)
e(t)
e(t + At)
Ex = ) (51)
e(t+ NAt)

L'estimation du vecteur des parameéteesst classiquement
obtenue au sens des moindres carrés linéaires par :

(52)

Comme le montre la relation (48), le vecteur de régression
s'exprime en fonction des dérivées non entiéres des mesures
de température et de flux a chaque instant d’échantillon-
nage. L'opération de dérivation amplifiant les erreurs de me-
sures (se reporter a la Fig. 1), il n'est pas envisageable de
construire ce vecteur avec les données directement mesu-
rées. Plutét que de filtrer les données expérimentales [36],
une solution consiste a remplacer I'opérateur de dérivation
non entiere par I'opérateur d’intégration non entiére qui ne
sera pas sensible a l'influence du bruit de mesure contenu
dans ces données. Cette opération diminue cependant la sen-
sibilité de la température au point de mesure vis-a-vis des
parameétres aux temps courts. On obtient la nouvelle expres-
sion du modeéle en divisant le numérateur et le dénominateur

6 =(HyHg) ‘Hy D%y
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de la fonction de transfert fractionnaire (36) par2. Ceci
conduita :

Tt s~
Z;‘:Lo ﬁlsi(Lil)/z ’

Ainsi I'expression du modéle non entier, a partir de I'opéra-
teur d’'intégration, est :

H(s)=

amp =1 (53)

L

S (CED I TEE™0
i=Lg

M
- Z a; IED2y 1) + &' (1)
i=Mo+1

(54)

Avec :

M
&) = Z o; 1E=D/26(1)

i=Mo

(55)

Ceci nous conduit & la nouvelle expression du vecteur des

parameétreg par :
6= (H{HY) HI 1My (56)

Avec la nouvelle expression de la matrice de régression :

H'(1)
, H'(t + Ar)
H, = :
H'(t + KAr)
H' (1) =[-1EMotD 2y () — ... [ E=MD/2y 1)

x IE7R020(1) - ()] (57)

Lorsque le nombreK de données est trés élevé il est
plus intéressant d'utiliser la relation (56) sous sa forme
récurrente. On montre (voir [27, p. 363]) que I'on peut
exprimer la valeur des parameétres estimés a l'instaat
partir de ceux estimés a l'instant précédent 1) par :

0(1)=00—1)+L)[y(r)— H 08— 1)] (58)
Avec :
B P(r—1H' ()
L= A0+ H ()Pt —1H' T (1) (59)
_ a ’ _
Pe)= P —1) Pt—LDHTOH ()Pt —1) (60)

Ae)+H ()P —DH'T (1)

Les valeurs d'initialisation son®(0) = Op et P(0) =
10fIp, oli0p et I, sont respectivement le vecteur nul et la
matrice identité de dimensioabh =M — Mg+ L — Lo + 1.

5.2. Domaine d'incertitude des parameétres estimés

Si'on remplace la valeur d&“ ~M0)/2y . donnée par la
relation (54), dans la relation (56), on obtient :

79
0=0+(HJH) "HYE, =6+ (Rg) ‘g
&'(t)
, 't + A1)
avecE, = . (61)
't + KA?)

Cet estimateur sera non biaisé Ei[é] = # soit donc

si E[(Rg) 'gx] = 0. Cette égalité sera vérifice giy

est & moyenne nulleH[gx] = 0) et non corrélé avec
Rx (E[(Rg)'gx] = E[(Rx)"']E[gg]). Lexpression

de E’ montre malheureusement que ces conditions ne
peuvent pas étre satisfaites méme(g) est un bruit blanc.
L'estimation au sens des moindres carrés linéaire est donc
biaisée. Nous pouvons cependant considérer que la matrice
de covariance renseigne sur la qualité de I'estimation bien
gu’il ne soit pas possible en toute rigueur d’en déduire les
écarts type sur les paramétres identifiés. Cette matrice est
définie par :

cov(d) = (H){ H);) "oy (62)
L'écart type sur la mesure est approximé par :

E’ E/T
oy ~ KK (63)

K

Dans le cas de l'estimation récurrente, relation (58), la
théorie de Kalman montre que :

cowd) = P(ty) %y (64)

ours désigne le temps de fin des itérations.

6. Exploitation de la représentation non entiére pour la
caractérisation et le contrdle thermigue non destructif

6.1. Premier exemple : identification des propriétés
thermophysiques d’une plaque plane

L'objectif est I'estimation des propriétés thermophy-
siques d'une plaque mince d’épaisseur 3 mm. Nous construi-
sons une expérience numeérique censée simuler une expé-
rience réelle de caractérisation ou le flux de chalgan
uniforme, d’amplitude 0,1 W, serai fourni par une source ra-
diative, de type diode laser par exemple, sur une surface du
matériau que I'on assimilera & un disque de rayon 5 mm. La
températurelp(r) au centre du disque pourra étre mesurée
par un détecteur IR par exemple, voir Fig. 8. Le modéle du
transfert 1D est donné dans le domaine opérationnel par la
relation (82), liant la transformée de LaplaceTgé) a celle
du flux ¢ (¢). Les valeurs des parameétres utilisées pour la si-
mulation sont A =10 Wm—1K-leta =10° m?.s71,

A partir de la fonction de référence (82) et de I'algorithme
de Stefest, nous calculons I'évolution de la température
To(z) pour la variation du flux de chaleur sous la forme
de la séquence binaire pseudo aléatoire représentée sur la
Fig. 9. D'un point de vue pratique ce type de signal peut
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Fig. 8. Simulation d'une expérience de caractérisation thermique face avant'
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Fig. 8. Simulation of a thermal characterization experience.
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Fig. 10. Densité spectrale du signal d’excitation en fonction de la fréquence.
Comparaison avec celle d’'un Dirac de flux d’amplitude 15 fois plus grande.

Fig. 10. Spectral density of the heat flux according to the frequency.
Comparison with that of a Dirac heat flux 15 greater magnitude.

0.3 T T T T T T T T
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temps

o
-
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Fig. 9. Simulation numérique de la réponse en face avant du mur plan
d'épaisseure = 0,003 m, 1 = 10 Wm~1.K=1, ¢ = 107> m2.s~1, pour

une évolution aléatoire du flux (période d'échantillonnage= 0,01 s,
temps en secondes).

température (°C)
o

o
&

Fig. 9. Computation of the temperature at the front face of the wall
according to the random heat flux (time st&p= 0.01 s, time in seconds).

étre facilement obtenu a l'aide d’'un générateur de fonction .5 . . . ) J . ; .
analogique. La période d’échantillonnage des données es o1 a2 oF B4 0K DA 47 Bk oA

temps (s)

At = 0,01 s. La densité spectrale de puissance (DSP) du

Signalqb(t) définie par: Fig. 11. Reconstruction de la température en face avant a partir du
modele non entiergTp(r) = Il/2¢(t) valable aux temps courts avec

PS[Xf) — |¢_5(ja)) |2 avec ao = (3,15i’ 9,32) x 103 et comparaison avec la valeur issue de I'expé-
rience numérique.

- . Fig. 11. Temperature field reconstruction from the non inte-

¢(j60)=F[¢(f)] = / p(t)e/ dr (65) ger model agTo(t) = IY/2¢(r) available for the short times with
ag=(3.15£0.32) x 10 and comparison with the experimental tempera-
ture.

est représentée sur la Fig. 10. Il serait nécessaire, d'aprés

cette méme figure, de générer un Dirac de flux d’amplitude

15 fois supérieur au précédent, durant l'intervalle de tempstemps [0; 0,9 s], le matériau se comporte comme un
correspondant a la période d'échantillonnagepour obte- milieu semi infini. Conformément a la relation (19) le
nir la méme répartition de DSP sur le domaine fréquentiel modéle de comportement est alors équivalenbZy(r) =
borné par la fréquence de Nyquigh; = 2/Ar) et la fré- 124 (1). Nous obtenons apreés identificatiosg: = (3,15+

guence correspondant & la durée de I'expérience. 0,32) x 10°, ce qui est un trés bon résultat étant donné
Afin de simuler des conditions expérimentales réalistes, que I'effusivité exacte est/ApC, = 3,1623 x 10°. La

un bruit gaussien & moyenne nulle et d'écart type= comparaison entre la température expérimentale et celle
102°C est superposé a la température calculée, la courbecalculée avec le modeéle identifié est représentée sur la
résultante est tracée sur la Fig. 9. Durant l'intervalle de Fig. 11 sur le domaine temporel concerné.
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Tatieau ¢ (1)

Estimation de la diffusivité et de la conductivité du matériau a partir des
paramétres identifiés du modéle non entier

Table 4 0=
Thermal conductivity and diffusivity estimations from the identified para- e TS
meters in the non-integer model 1 Rc

Bm 1 11 11
M — X pCp [FKTHkg™] A[W-m™K™7]

ay_2  pCpe r 9 €,
2 (1,857+0,224 x 104 (0,179+£0,029 x 10° 5565+ 0,67
3 (3515+0,274 x 1074 (0,948+0,031) x 10 10,52+0,82 /
X 1isolée

Dans un deuxieme temps nous considérons la globalit€rig. 12, Expérience de caractérisation d'un défaut résistif dans une plague.
du domaine temporel [0; 7 s] et nous recherchons les
métres(«;, f;) du modéle non entiery" " 5% a; 1'/2To(t) =
M BiI'2¢(1). Lobjectif est ici d'identifier les para-
metres caractéristiques du comportement au temps longs

para’Fig. 12. Thermal characterisation of a 1D defect in a wall.

conductivité thermiques, du matériau sain sont supposeés
i d | dant théori tonnues (estimées a partir de I'expérience de caractérisation
soit donc le rapporBy /ey -2, correspondant theorique- s i 4y paragraphe précédent par exemple). Nous cher-

][ne_nt_trfl J(;;_Cp,e d aP“?Z la relatl[on t(?o),' Lda valleur dz‘l |Ef' .chons doncici a mettre en évidence le défaut au travers d’'une
usivite estimee precedemment estlixee dans € modele, Solty, o rq face avant pour une évolution aléatoire du flux.

donc:f1 = 1 etap = 3,1597x 10°. Les résultats sont portés D’aprés Maillet et al. [5], la fonction de transfert liant la

r:i{;ms le Tableau 4 en fonction de l? valeurM]eF’}qurM =3 .température sur la face supérieure de la plague au flux est
I'écart entre les courbes de température expérimentale et Shelle que :

mulée devient suffisamment faible. Ceci conduit a la valeur

estimée deC, égale 0,948+ 0,031 x 10° JK~1-kg~L. Ts(s) = Ho(s)@(s) (66)

En utilisant la valeur de I'effusivité trouvée plus haut, nous

obtenons I'estimation de la conductivité thermique = .

(10,524 0,82) W-m~—1.K 1, soit une erreur de 5% vis-a-vis Ho(s) = coshtke) + R.Ak coshiker) sinh(kez)

de la valeur exacte. 0 =5k sinh(ke) + R-A2k2sinh(ke1) sinh(kez)
La meilleure estimation de I'effusivité et de la conducti- 5

vité thermiques est issue de I'identification des paramétres & = \/;

ao et {ap—2, By} décrivant les comportements asympto- )

tiques aux temps courts et longs respectivement. Le fait de€S comportements asymptotiques de la foncigty) sont :

rajouter des parametres supplémentaires ne permet que de 1

Avec :

(67)

raccorder au mieux ces deux comportements et donc de Ieési_r)n0 Ho(s) = —~—= (68)
rendre suffisamment distinguables I'un de 'autre. PEp

Il est donc clair que la résolution du systeme non linéaire |im Hy(s) = ; i (69)
d’Egs. (39) dans son intégralité conduirait & de moins S~ VACy /s

bons resultats etant donne qu'une valeur éleveéfdest  Noys obtenons un développement fractionnaire de la fonc-

nécessaire pour assurer le raccordement des comportementg,, ge référence en exprimant les fonctions hyperboliques &
asymptotiques avec une erreur faible en regard de la fonctionyatir de la fonction exponentielle, relation (22). Aprés sim-
exacte. A linverse, tres peu de parametres sont nécessairegjitication, on aboutit a :

pour décrire et distinguer parfaitement les comportements
asymptotigues. Ho(s) = — et D)+ (Rehk/2) (&2 + 1y (ehez — 1)

08 = k(e 1) + (RoA2k2/2) (Zker — 1) (kez — 1)
6.2. Deuxiéme exemple : caractérisation d’'un défaut 5

résistif k= [— (70)
o

Nous considérons la méme expérience de caractérisatiorEn remplagant la fonction exponentielle par son développe-
mais cette fois ci la plague comporte un défaut que nous as-ment en série entiére, on obtient le développement fraction-
similons a une résistance thermigkig sans épaisseur, etlo-  naire deHo(s) :
calisée a une profondewut par rapport a la face supérieure

p 1p pp p 1+131\/E+'325+...+,3ns”/2+...

de la plaque tel que cela est représenté sur la Fig. 12. LaHp(s) = Py (72)

face inférieure de la plaque est supposée parfaitement iso- 28 + -+ 1S + -

Iée. Pour les simulations nous prenons=3 mm, ¢; = L'expression des paramétres du modéle non entier pour
1mm,a=10°ms?2 1=10 Wm 1K1 R, =103 n =29, en fonctions des paramétres thermophysiques, est

m?.-K-W~1L. Les propriétés thermophysiques, effusivité et donnée dans le Tableau 5. En limitant le développement a
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Tableau 5
Expression du modeéle non entier en fonction des paramétres thermophysiques du milieu avec défaut
Table 5
Expression of the parameters in the non-integer model according to the thermophysical properties of the medium with a defect
Paramétre Expression des paramétres en fonction des Paramétre Expression des parameétres en fonction des
propriétés thermophysiques propriétés thermophysiques
Bo 1 %] re/a
B1 e/ 3 re? Ja3/2
B2 (€% + ARcep) Jo a4 A(3e + ARce1e) [a?
B3 (563 + ARcea(er + e9)) [a¥/? as A2Reerea(en + ep)fa®/?
Ba ARceqep(en + %i—i + el)/oz2 [T %szcelez(eg + %elez + e%)/ot3
Bs %ARcfflez(e% + %6162 +e}) /a2 a7 %Achefeg(ffz +ep)/al?
2
Be é)LRce%eS(ez + el)/(x3 ag gAZRcefeg/a‘l
B7 %chei’eg/a7/2
Al T i W R
: : —&~ Fonction de référence i - A ‘ - i ] i W nino
! ! 1 R T \Il i ||"|!|1”|||I i |tl|l ll|u||||| il
! : } | ‘ —— densité de fiux/1000 [W/m2]
| 1k L T (A ) — température face avant [°C] CHH
| I |
o faut I |
T 0.8 il Ml 14 I fF il i
g 3 | |
o =
» 2 I I
2 0.6 it HIF [ [iF 1 HH - It HA
o @
s 2 1N b
é 8 Fo 1 A 1 1 o et (L
& | i
=2 I |
o2 4HIH HEFIF I ) I
| 11
VT ‘
0 |ttt L L i WL | LI L
| I I | I | | I I
I | I I I I | I I
0.2 1 1 | 1 | 1 | | 1
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

temps (s)

Fig. 13. Caractérisation d'un défaut résistif : réponse impulsionnelle Fi9- 14. Simulation numérique de la réponse en face avant de la plague

calculée a partir de la fonction de référence et a partir des modéles non3Vec défaut résistif interne pour une évolution aléatoire du flux (période
entier réduits d'ordre 7 et 9. d'échantillonnagear = 0,5 x 10-3 s, temps en secondes).

Fig. 13. 1D defect characterisation: impulse responses calculated from theF9- 14. Computation of the temperature at the front face of the defect wall

. . _ 3 . .
reference function and the reduced non-integer models order 7 and 9. accor(i;n)g to the random heat flux (time stap = 0.5 x 107~ s, time in
seconds).

thermophysiques, effusivité et conductivité thermiques, du

I'ordre n = M puis en multipliant le numérateur et le déno- . N )
matériau sain étant connues, nous avons :

minateur de la fonction par-™+1/2 nous obtenons I'ex-
pression du modele non entier d’ordvecorrespondant : Bum 1

=— (73)
apy+1  JApC

M+1 M Pep

ZaiI(MJrlfi)/ZTo(t):ZIBI,I(MJrlfi)/Z(p(t) (72) N}ogs simulons tout,d’abord, a partir de Ia, fonc'Fion de

i—2 i—0 référence (67) la réponse au flux dont I'évolution est

représentée sur la Fig. 14. La période d'échantillonnage est
Sur la Fig. 13 nous tracons la réponse impulsionnelle Ar = 0,5x 10~3 sec et le nombre d’échantillons est de 2000.

N

calculée a partir du modele de référence, relation (67), Aprés superposition d’un bruit gaussien & moyenne nulle
et celle calculée a partir du modele non entier réduit et d’écart types =5 x 10-3°C, nous obtenons la courbe
d’'ordreM =7 etM = 9. Les comportements asymptotiques représentée sur la méme figure.

sont exactement décrits par les modéles non entiers et le Nous considérons le domaine temporel durant lequel le
raccordement entre ces deux états devient satisfaisant a partimatériau se comporte comme un milieu semi infini, soit [0;

deM =9 vis-a-vis de laréponse de référence. Les propriétés1 s]. Nous identifions les parametres du modeéle réduit :
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Fig. 15. Température en face avant simulée a partir du modele non entier i 16, Réponse impulsionnelle reconstruite a partir du modéle non entier
identifié et écart avec la mesure. identifi¢ avec son domaine d'incertitude.

Fig. 15. Front face temperature computation from the identified non integer Fig. 16. Impulse response built from the non integer identified model with
model and gap with the experimental one. its uncertainty domain.

aoTo(t) + ar I To(t) = Bol Y20 (t) + 1l e (1) 7. Conclusion

+ B21%%¢ (1) (74) Nous avons mis en évidence la cohérence de la représen-
tation non entiére, d’ordre de dérivation multiple %ieavec
Avec:Bo=1, ap=,/ApC). le processus de diffusion unidirectionnelle de la chaleur dans
Les parametres identifiés avec leurs écarts types associédes milieux de dimension infinie et finie. La représentation
estimés a partir de la relation (64), sont : non entieére issue de la forme fractionnaire de la fonction de
transfert de référence est continue et exacte. On peut néan-
p1=-1,124+0,37, po=11,09+ 1,93 moins significativement réduire le nombre de termes appa-
raissant dans le modeéle non entier. On constate que quelque
a1 = (1,41+0,25) x 10 soit I'ordre de réduction, les comportements asymptotiques

restent exactement décrit par le modéle non entier. Cette ré-

Le temps de calcul pour lidentification est inférieur a 1 4, ction n’affecte donc que le raccordement entre ces com-
seconde (station de calcul cadencée a 1,6 GHz). Sur laportements extrémes. Enfin, les paramétres du modeéle non
Fig. 15 sont représentées les évolutions réelle et recalculéegntier sont explicitement exprimés a partir des caractéris-
a partir du modele (74) avec les paramétres identifiés, de latiques thermophysiques et géométriques du systéme étudié.
température en face avant pour I'évolution du flux représenté | ’igentification des paramétres du modéle non entier
sur la Fig. 14. réduit repose sur une minimisation au sens des moindres

La réponse impulsionnelle, reconstruite a partir de la carrés linéaires. La non linéarité, originellement présente
relation (37), est tracée sur la Fig. 16. Sur la méme figure estsyr les parameétres dans I'expression de la fonction de
tracé son domaine d'incertitude calculé a partir de la relation transfert de référence, se retrouve en fait dans I'expression
(38). L'accord avec la vraie réponse impulsionnelle est déja des paramétres du modéle non entier en fonction des
tres satisfaisant avec peu de parametres. Le modele (74) esfaramétres thermiques. Afin de minimiser l'influence du
donc assez pertinent pour mettre en évidence la présencéruit de mesure sur I'estimation des paramétres, le modeéle
du defaut dans la plaque au travers de la reconstruction denon entier est exprimé a partir de 'opérateur d'intégration, la
la réponse impulsionnelle. Cependant, ce modele n’est pasdérivation amplifiant I'erreur de mesure. Enfin, une méthode
suffisant pour estimer les valeurs &g et e; étant donné,  d’estimation linéaire récursive est utilisée afin de traiter plus
comme nous |'avons montré sur la Fig. 13, qu’un ordre de rapidement une grande quantité de données.
reduction égal au moins a 9 est nécessaire pour raccorder, Qutre l'intérét d’utiliser cette représentation pour I'iden-
avec un minimum d’erreur vis-a-vis de la réponse exacte, tification de systéeme thermigue (on se reportera aux travaux
les comportements asymptotiques. Il est donc plus judicieuxantérieurs déja publiés dans ce domaine [30,31]), nous avons
d’utiliser la réponse impulsionnelle reconstruite a partir du montré son intérét vis-a-vis de la caractérisation thermique
modéle identifié a la relation (74) et d’'estimBy ete; a des matériaux. En effet, la représentation non entiére étant
partir du modéle de référence (67). continue vis-a-vis de la variable temporelle, elle permet de
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calculer I'évolution de la température en face avant pour une Avec :
évolution aléatoire du flux de chaleur. Générer une telle évo- In(K) 1
lution permet d’'une part de conserver une densité spectrale? = In(K2) =3
du signal importante sur tout le domaine fréquentiel exploré
et, d'autre part, de rester dans le domaine de linéarité du mo
dele. Dés lors, a partir des mesures de températures et d
flux, on identifie les paramétres du modéle non entier per-
mettant de reproduire au mieux I'évolution mesurée de la
température puis on reconstruit la réponse impulsionnelle.
On obtient ainsi une réponse impulsionnelle fiable qui peut K>

étre directement utilisée, au travers de la fonction de transfert

exacte, pour estimer les paramétres thermiques concernés, . . , . o .
Cependant, ces paramétres peuvent étre directement estimda™nexe B. Simulation d’'un systeme non entier a partir
a partir des paramétres du modéle non entier, s'ils apparaisJ€ 12 formulation discréte de Grunwald

sent dans I'expression des comportements asymptotiques.

Le réseau récursif permet de simuler le comportement non
gntier d’ordre% de la fonction de transfert. On constate
d’autre part que la valeur du coefficient de récursivité
peut étre choisie quelconque strictement positive. D’un point
de vue pratique il est bien sOr plus intéressant de prendre

On remplace dans I'expression du modéle non entier,

M L
Annexe A. Représentation analogique récursive du Y aDPTo) =Y BiD ()
comportement non entier diffusif dans un milieu semi i=Mo i=Lg
infini

I'opérateur de dérivation par sa formulation discréte au sens

I . S .. de Grunwald définit par :
Considérons le milieu plan semi infini dans la direction P

z, tel que représenté sur la Fig. 7, et réalisons une discré- 1 Y e

tisation de ce milieu en considérant un pas d'espace va-Pi/ () =15 PG (]) ft—jh), t=Nh

riable tel que §z1 = e1, §z2 = K821 = Ke1, 823 = K872 = j=0

K?e1,...,8z; = K§zi_1 = K'e1. Chague couche du maté- oi est le pas de discrétisation, correspondant par exemple
riau de conductivité. et de capacité thermiqueC, peut a la période d’échantillonnage.

étre modélisée a partir de la cellule RC élémentaire repré- e modéle non entier s'écrit alors :

sentée sur la Fig. 7, avecR; = §z;/ = K'e1/ et C; = o N

8zipCp = K'e1pCp. Ainsi le milieu semi infini peut étre i Z(_l)n (i/Z) To((N — m)h)

modélisé au travers du réseau analogique représenté sur Il:MO hi/2 ‘ n

. ; . =0
Fig. 7. La fonction de transfert du réseau est :

L N
1 _ Bi i/2
H(p)=R+ - =2 Y < " >¢((N —mh)
Cp+ XRT T i=Lg n=0
Kot rs K2Ct7+ LavaleurTp(Nh) s'obtient en isolant le terme correspondant
, L . an =0, soit :

Que I'on peut encore écrire :

1 M o N i/2

_ ! _ 1\ _

H(P)=R+Cp+7l TO(Nh)—|:.Z hil2 Z( 1 ( n )TO((N ”)h)

KH(K?p) i=Mo n=1
Soit : L B; N .

1 1/2
KH(K2p) + D i Z(—l)"( | )90((1\’—”)’1)]

H(p)=R+ i=Lg n=1

KCpH(K?p)+1

M -1
Le milieu étant semi infini, on doit retrouver le comporte- % Z o
ment non entier de la fonction de transfert aussi bien aux hi/2
temps courts que longs. Or, on remarque que :

i=Mop

Cette équation définie une équation de récurrence de dimen-

”LnoH(p) =00, |iLn0pH(p) =0 sion croissante avec le temps. D’un point de vue pratique,
P b le calcul deY" . i /h1/2 3011 (=1 (“12) To((N — n)h)
On en déduit donc que, lorsqge— 0, K CpH (K?p) <« 1 par exemple consiste a construire, pour chaque valeiy de
et queR < K H(K?2p). Ainsi la fonction de transfert est : les vecteurs de dimensiadvi dont les composantes sont :
2

H(p)=KH(K"p) i/2 i/2 i22\1"

. . . . et
La solution de cette équation fonctionnelle est : 1 2 N

H(p)=p~" [To((N —Dh) To((N—-2h) -+ To©]
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puis a en effectuer le produit de convolution. Ce produit [17] K.B. Oldham, J. Spanier, A general solution of the diffusive equation
de convolution est immédiat en utilisant la transformée de for semi infinite geometries, J. Math. Anal. Appl. 39 (1972) 655-669.
Fourler rap|de (FFT) On obuent |Ors une matrlce dont on [18] K.B. Oldham, Diffusive transport to pIanar, CyIindricaI and Spherical
somme les colonnes en les pondérant par la quanmé/z electrodes, Electroanalyt. Chem. Interfacial Electrochem. 41 (1973)

Cette simulation du systéme non entier reste valable 3517358, i . ) .

- N .. vz . . [19] N. Engheta, Fractional derivatives, fractional integrals and electro-
S', I_on . con_S|der¢ I'opérateur d'intégration au lieu (_:ie la magnetic theory, in: 1999 International Conference on Computational
dérivation, il suffit de remplacer par —v dans la relation Electromagnetics and its Applications, 1999, pp. 20-21.
de Griinwald. [20] L.B. Elred, W.P. Baker, A.N. Palazotto, Numerical application of frac-

tional derivative model constitutive relations for viscoelastic materials,
Comput. & Structures 60 (6) (1996) 875—-882.

[21] R. Metzler, J. Klafter, The random walk's guide to anomalous
diffusion: a fractional dynamic approach, Phys. Rep. 339 (2000) 1-
77.

[22] V.V. Yanovsky, A.V. Chechkin, D. Schertzer, A.V. Tur, Lévy anoma-
lous diffusion and fractional Fokker—Planck equation, Physica A 282
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